Rezumat

Teza de abilitare: Clase de functii analitice, operatori integrali si aspecte conexe

Candidat: Breaz Marcela Nicoleta

In prezenta teza de abilitare, sunt descrise rezultatele semnificative obtinute de
catre autor, dupa obtinerea titlului de doctor in matematica, la Universitatea Babes-
Bolyai, Cluj-Napoca, in anul 2004. Dorim sa precizam ca teza de doctorat a fost dedicata
unui subiect de cercetare diferit, din cadrul analizei matematice, si anume, Metode nu-
merice bazate pe functii spline, aplicate in statistica, subiect bazat pe analiza functionala
si calcul numeric. Rezultatele de cercetare prezentate aici se refera la teoria functiilor de
o variabila complexa, un subiect clasic din analiza matematica, inca atractiv pentru multi
matematicieni din tara si strainatate.

Teoria functiilor de o variabila complexa a debutat la mijlocul secolului trecut ca
un subdomeniu al matematicii, respectiv al analizei complexe. Un subiect important este
teoria geometrica a functiilor analitice, in care unul dintre obiective este acela de a da
interpretari geometrice unor conditii exprimate analitic, astfel ca rigoarea rationamentului
analitic este strans legata cu intuitia. Profitand de aceasta dualitate, se poate combina
demonstratia analitica si intuitia geometrica, pentru a studia diferite clase de functii.

Printre proprietatile care au fost studiate pentru functiile de o variabila complexa,
se numara aga numita proprietate de univalenta. O functie analitica (olomorfa) si in-
jectiva pe domeniul U, U C C, U = {z € C: |z| < 1} se numeste functie univalenta in
U. Conditia f'(z) # 0,Vz € U, este doar o conditie necesara de univalenta, asigurand
o univalenta locala. Obiectivul este acela de a gasi conditii suplimentare care sa asigure
univalenta functiei f, in &. Prin urmare, este de dorit sa obtinem conditii necesare si
suficiente de univalenta. Din punct de vedere geometric, functiile univalente sunt legate
de transformarile conforme.

Fiind unul dintre conceptele de baza in teoria geometrica a functiilor, functia uni-
valenta (olomorfa si injectiva) a fost studiata, inca din 1907, de catre P. Koebe. Timp
de un secol, teoria univalenta a functiilor s-a dezvoltat considerabil. Conditii necesare si

suficente au fost obtinute pentru prima data, in 1931 de catre Gh. Calugareanu, dupa
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care univalenta a fost studiata de multi alti matematicieni, printre care 1i amintim aici
pe Z. Nehari, C. Pomerenke, A.W. Goodman, G. M. Goluzin, etc. ([35], [38])). Am-
intim de asemenea cateva lucrari clasice in domeniu, cum ar fi Conformal mappings,
1952, L.V. Ahlfors, Conformal invariants, Topics in Geometric function Theory, 1973,
Ch. Pommerenke, Univalent functions, 1975, A.-W. Goodman, Univalent functions, 1984,
S.S. Miller, P.T. Mocanu, Differential Subordinations, Theory and Applications, 2000. In
Romania exista o importanta scoala de cercetare in domeniu, fondata de P.T. Mocanu,
avand un impact important asupra scolii internationale de cercetare. Printre directiile rel-
ativ recente de cercetare o amintim pe cea bazata pe subordonari diferentiale, introduse
de P.T. Mocanu si S.S. Miller ([37]).

Cu toate ca teoria geometrica a functiilor este considerata un domeniu teoretic,
exista si cateva aplicatii practice ale acesteia in domenii precum mecanica fluidelor, elec-
trotehnica, fizica nucleara si altele.

Un subiect important de cercetare in acest domeniu este cel dat de studiul op-
eratorilor integrali pe spatii de functii analitice ([2], [41]). Primul matematician care a
introdus un operator integral pe clase de functii univalente a fost J.W. Alexander, in 1915.
In ultimul secol, operatorii integrali au fost studiati de mai multi matematicieni, printre
care 1i amintim aici pe R. Libera, S. Bernardi, S.S. Miller, P.T. Mocanu, M.O. Reade,
R. Singh, N.N. Pascu si altii. In prezent, noi aspecte ale operatorilor integrali stimuleaza
interesul tinerilor cercetatori din domeniul teoriei geometrice a functiilor.

Contributia noastra la acest domeniu a inceput in 2000, prin colaborarea cu D.
Breaz impreuna cu care am lucrat la extinderea unor operatori integrali cunoscuti si am
demonstrat proprietatile noilor operatori introdusi, pe diferite clase de functii analitice.
Primele rezultate semnificative le-am obtinut in 2002 ([4] si [5]), operatorii integrali in-
trodusi in acele lucrari fiind citati in peste 100 de articole stiintifice scrise de matematicieni
din tara gi strainatate. De-a lungul anilor am publicat in acest domeniu o serie de lucrari
si o carte (see [1], [3]-[34], [36], [42]-[46], [47], [48], aceasta fiind doar o lista selectiva).
Cartea conine studii recente pe operatori integrali univalenti, si a fost scrisa ca urmare a
unei colaborari cu Daniel Breaz de la Universitatea ”1 Decembrie 1918” din Alba Iulia si
Maslina Darus de la Universitatea Kebangsaan, din Kuala Lumpur, Malaezia (][22]).

Dorim sa subliniem ca o parte din rezultatele stiintifice publicate si prezentate in
aceasta teza au fost obtinute de asemenea, in urma unor colaborari cu cercetatori din
Japonia, Egipt, Canada, Turcia si Romania, in timpul diverselor editii ale conferintei
itinerante Geometric function Theory and Applications Symposium, dar si in timpul sem-
inariilor stiintifice la care am luat parte in cadrul vizitelor la Universitatea Kinki, din
Osaka, Japonia (2010) respectiv, la Universitatea Kebangsaan, Kuala Lumpur, Malaezia,

2012 si 2013. Avand in vedere ca am obtinut doctoratul pe o alta tema de cercetare, spri-
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jinul primit de-a lungul anilor de la colaboratori a fost foarte important. In acest sens,
amintim aici numele colaboratorilor care ne-au sprijinit in cercetarile din acest domeniu,
incepand cu D. Breaz, V. Pescar si S. Owa, cu care am publicat majoritatea lucrarilor
si continuand cu R. El-Ashwah, M, Darus, H. Srivastava, Y. Polatoglu, J. Nishiwaki, M.
Acu, M.K. Aouf, N. Ularu si altii.

Printre rezultatele pe care le-am obtinut in acest domeniu, majoritatea prezentate
in aceasta teza, mentionam urmatoarele:

- introducerea unor operatori integrali ca extensie a unor operatori deja cunoscuti
care se regasesc ca si cazuri particulare,

- studiul proprietatilor geometrice precum univalenta, convexitate, stelaritate pen-
tru anumiti operatori integrali,

- studiul unor proprietati de conservare a unor clase de catre operatorii integrali,

- extinderea criteriului de univalenta de tip Becker la operatori integrali,

- studiul unor clase de functii analitice luand in considerare diverse aspecte ca spre
exemplu, produsul Hadamard pe aceste clase,

- estimari de coeficienti pentru anumite clase de functii analitice,

- teoreme de distorsiune pentru anumite clase de functii analitice.

Aceste rezultate precum gi alte cateva idei inca nepublicate sunt prezentate aici in
teza de abilitare, in capitolul principal dar si in capitolul dedicat planului de cercetare.

Teza este structurata pe trei capitole, capitolul principal fiind capitolul doi care
contine contributia autorului la acest domeniu, sustinut de primul capitol in care sunt
date cateva notiuni si rezultate suport si urmat de cel de-al treilea, legat de planurile de
cercetare.

Capitolul 1 contine cateva concepte si rezultate preliminare necesare in sustinerea
prezentarii rezultatelor proprii, mai precis, definitiile unor clase de functii analitice deja
cunoscute, ca: functii univalente, stelate, convexe si altele, precum si cateva proprietati ale
acestora. Sunt amintiti de asemenea, principalii operatori integrali utilizati in obtinerea
operatorilor propusi de noi, impreuna cu cateva rezultate de baza. Dorim sa mentionam
ca acest capitol este orientat strict pe acele rezultate clasice care au fost cel mai des
utilizate in Capitolul 2.

Capitolul 2 este dedicat contributiilor aduse de catre autor in domeniul teoriei
geometrice a functiilor si este structurat pe optsprezece sectiuni. La inceputul fiecarei
sectiuni sunt mentionate lucrarile in care rezultatele descrise au fost publicate. Au fost
omise anumite demonstratii si rezultate secundare dar acestea pot fi gasite in lucrarile
publicate, mentionate in lista bibliografica.

In Sectiunea 2.1, prezentam patru operatori integrali generali, avand ca punct de

pornire cativa operatori integrali cunoscuti dar fiind construiti pe mai mult de o functie.
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Operatorii introdusi de catre noi acopera operatori clasici precum cei dati de Kim si
Merkes, respectiv de Pfaltzgraff. Pentru acesti operatori, am obtinut criterii de univalenta
care generalizeaza criteriul de univalenta dat de V. Pescar. Articolul in care aceste rezul-
tate au fost publicate, [4], a inregistrat peste 100 citari, fiind un articol de referinta in
domeniul operatorilor integrali generali, introdusi in ultimii ani de diversi matematicieni.

In Sectiunea 2.2, am discutat cateva conditii de stelaritate pentru operatorul lui
Bernardi si pentru un alt operator integral general care acopera operatorii clasici dati de
Bernardi si Alexander.

Doua criterii de univalenta sunt demonstrate in Sectiunea 2.3, pentru un operator
integral general, definit ca o generalizare pentru n functii, a unui operator dat de V.
Pescar. Atat operatorul introdus de noi cat si cel dat de Pescar sunt operatori de tipul
Mocanu-Miller-Reade. Operatorul a fost studiat pe o clasa de functii univalente introdusa
de Ozaki gi Nunokawa.

Cateva proprietati de convexitate pentru un operator integral general de tip Kim-
Merkes sunt prezentate in Sectiunea 2.4, considerand trei clase de functii univalente,
introduse de Stankiewicz i Wisniowska, respectiv de Ronning.

In Sectiunea 2.5, se studiaza un criteriu de univalenta pentru un operator integral
general introdus de Senivasagan si Breaz, pe clasa de functii univalente introdusa de Ozaki
si Nunokawa.

Cateva proprietati de conservare a clasei pentru un operator integral general de
tip Pfaltzgraff sunt date in Sectiunea 2.6, considerand urmatoarele clase de functii: uni-
valente, stelate, convexe, convexe de un anumit ordin, respectiv uniform convexe.

In Sectiunea 2.7, am studiat comportamentul a doi operatori integrali generali de
tip Kim-Merkes si Pfaltzgraff pe clase de functii analitice de ordin complex si tip real,
introduse de B. Frasin.

In Sectiunea 2.8 am gasit ordinul de convexitate si estimari pentru coeficientii a doi
operatori integrali generali, pe o anumita clasa de functii convexe, definite in conexiune
cu o hiperbola.

In Sectiunea 2.9, am prezentat un rezultat referitor la univalenta unui operator
integral general introdus de noi, pentru care numarul de functii aflate in componenta este
definit prin intermediul unui numar complex.

Comportamentul operatorului integral general introdus de Senivasagan si Breaz
este studiat in raport cu univalenta pe subclasele de functii univalente S(«a) si T3, In
Sectiunea 2.10.

In Sectiunea 2.11, am studiat convexitatea a doi operatori integrali generali, pe
clase de functii uniform analitice.

Trei criterii de univalenta au fost obtinute pentru un operator integral general
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construit pe doua tipuri de functii, regulare respectiv de tip Caratheodory, rezultatele
fiind prezentate in Sectiunea 2.12.

Conditii suficiente de univalenta de tip Kudriasov pentru doi dintre operatorii
integrali generali introdusi de noi, unul de tip Kim-Merkes si celalalt de tip Pfaltzgraff au
fost prezentate in Sectiunea 2.13.

Sectiunea 2.14 contine estimari de coeficienti si proprietati legate de produsul
Hadamard modificat pentru functii uniform analitice, p-valente, cu coeficienti negativi.
Acestea extind alte rezultate introduse de noi pentru clase de functii stelate, respectiv
convexe de ordin «, p-valente, cu coeficienti negativi, definite cu ajutorul unui operator
diferential.

In Sectiunea 2.15, obtinem noi conditii de univalenta pentru doi operatori integrali
generali, T}, si B,, aplicand o versiune a criteriului de univalenta al lui Becker, data de
Pascu in [40]. De asemenea, este folosit si rezultatul dat de Mocanu si Serb in [39].

Sectiunea 2.16 prezinta o noua clasa de functii analitice si p-valente bazate pe
derivate de ordin multiplu. Pentru aceasta clasa de functii p-valente obtinem cateva
proprietati interesante incluzand inegalitati pentru coeficienti, teoreme de distorsiune,
puncte de extrem, raze de aproape convexitate, stelaritate si convexitate. De asemenea,
pe aceasta clasa, am prezentat si cateva aplicatii ale unui operator integral. In final,
ohtinem si cateva rezultate referitoare la produsul Hadamard modificat pe clasa de functii
p-valente propusa.

Folosind transformari Mobius obtinem cateva proprietati si exemple pe calcul
fractional, in Sectiunea 2.17.

In Sectiunea 2.18, aplicand functia extremala a subclasei de functii analitice, S*(a),
si folosind definitia subordonarilor diferentiale, sunt introduse noi clase, P*(a) si Q*(«),
pentru care prezentam cateva proprietati.

Capitolul 3 include un plan pentru cercetarile curente gi viitoare, in domeniul
stiintific gi profesional. Ne propunem sa continuam cercetarile in domeniul teoriei geo-
metrice a functiilor, atat pe operatori integrali, cat si pe diverse clase de functii analitice.
In acelagi timp, vom continua sa acordam interes si aplicatiilor bazate pe functii spline in
statistica, acesta fiind cel de-al doilea domeniu de interes, pe care a fost elaborata teza
de doctorat. Avem in vedere gi organizarea unor seminarii stiintifice dedicate doctor-
anzilor din domeniul teoriei geometrice a functiilor, precum si elaborarea unei monografii
in domeniu, care sa contina rezultatele proprii.

In ce priveste obiectivele de cercetare, motivati de rezultatele recente din dome-
niul teoriei geometrice a functiilor si dorind sa continuam propriile cercetari, descrise in
Capitolul 2, ne vom orienta asupra a trei directii generale de cercetare si anume:

- studiul unor noi proprietati geometrice pentru operatorii considerati in aceasta
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tezd, In raport cu univalenta (directia de cercetare A),

- constructia unor noi operatori integrali care acopera operatorii deja cunoscuti ca
si cazuri particulare (directia de cercetare B),

- constructia de clase de functii analitice avand proprietati geometrice interesante
(directia de cercetare C').

In cadrul primei directii de cercetare, A, urmérim si extindem rezultatele pe care
le-am obtinut pentru operatorii integrali J; - Jg, majoritatea pe univalenta (in Capitolul
2), investigand si alte proprietati ale operatorilor ca de exemplu, convexitatea si stelari-
tatea. Ca abordare, vom considera anumite clase de functii analitice pe care vom studia
comportamentul operatorilor respectivi. Pentru directia de cercetare B, intentionam sa
analizam existenta fiecarui operator introdus, in sensul bine definirii acestuia si sa gasim si
alte motivatii dincolo de generalitatea lor, luand in considerare posibile aplicatii i cateva
exemple particulare, iar in cele din urma sa investigam proprietatile acestora. Legat
de directia de cercetare C', pentru fiecare clasa de functii introdusa, avem in vedere cel
putin urmatoarele linii de studiu: gasirea unor exemple de functii care sa dovedeasca
netrivialitatea, studiul produsului Hadamard (sau versiuni modificate) pe aceste clase,
caracterizarea prin estimari de coeficienti, si respectiv, gasirea unor proprietati de conser-
vare a claselor pentru anumiti operatori integrali. Toate aceste directii de cercetare sunt
prezentate pe scurt in Sectiunea 3.1, mentionand problemele generale care necesita a fi
rezolvate, exemple concrete de probleme precum si metodele de rezolvare care urmeaza a
fi abordate.

Anumite rezultate care fac parte din munca de cercetare curenta sunt prezentate in
ultimele doua sectiuni ale capitolului. Astfel, pe termen scurt, ne propunem sa finalizam
proiectul de cercetare inceput cu V. Pescar si D. Breaz, in directia gasirii de aplicatii
pentru operatori integrali univalenti in domeniul mecanicii fluidelor. Cateva rezultate
referitoare la univalenta solutiei problemei inverse pe frontiera, obtinute impreuna cu V.
Pescar, sunt descrise in Sectiunea 3.2. De asemenea, ne propunem sa finalizam proiectul
de cercetare inceput cu S. Owa, J. Nishiwaki si D. Breaz, legat de studiul unor clase de
functii analitice utilizand subordonari diferentiale. Aceste clase sunt construite pornind
de la definitia stelaritatii respectiv a convexitatii, anumite rezultate deja acceptate spre
publicare, fiind descrise in Sectiunea 3.3.

Alte directii de cercetare pe care le avem in vedere sunt legate de urmatoarele
aspecte: extinderea altor criterii de univalenta de la functii la operatori integrali, in
aceeagi maniera in care am lucrat cu criteriul de univalenta dat de Pascu, in cadrul
rezultatelor prezentate in Capitolul 2, studiul unor operatori integro-diferentiali, analiza
rezultatelor deja obtinute prin prisma gasirii functiilor extremale, gasirea unor aplicatii

pentru rezultatele teoretice obtinute (ca spre exemplu, cea din Sectiunea 3.2) si utilizarea
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unor soft-uri specializate, in vederea evidentierii unor proprietati geometrice ale imaginilor

operatorilor integrali.
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